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Control　Problem　of　the　Inverted　Pendulum　System
Hiroaki　KOBAYASHI
Abstraet
　　In　this　paper，　the　stabilization　of　an　inverted　pendulum　system至s　considered．　The　observer・regulator
based　upon　the　optimal　control　theory　is　designed．
　　To　apply　the　opt三mal　control　theory　pract至cally，　it　is　necessary　to　de丘ne　a　performance　function　for　the
system。　It　is　usually　determined　by　trail－and－error　method，　by　using　a　suitable　simulation　technique．
　　In　the　practical　situations，　it　often　happens　that　a　few　of　the　elements　of　feedback　gains　are　desired　to
be　near　to　some　speci丘c　values，　or　that　the　feedback　gain　vector　needs　to　be　as　near　to　a　speci丘c　vector　as
possib豆e．　In　this　paper，　a　quadratic　performance　function　is　adopted　and　a　new　iterative　technique　fbr　Reccati
equation　computation　is　propQsed，　which　improves　the　weight　matr五ces　so　that　the　speci丘c　elements　become
near　to　the　desired　va里ues．
　　By　using　the　new　technique，　the　optimal　feedback　gain　vector　is　determined　for　the　inverted　pendulum
system，　and　the　observer．regulator　is　designed．　Finally，　some　experimental　results　are　given　and　it　is　shown
that　the　system三s　stab玉1Ized　successfully．
§1．　はじめに
　倒立振子の制御問題については，すでに数編の論文が
報告されている1）－4）。それらの中でも述べられているよ
うに，この問題は直接的な応用としてよりはむしろ2本
足歩行機械の研究の準備的研究として，また現代制御理
論の結果を実際に応用してみる対象として研究されてい
る。本論文でもこの観点に立って，倒立振子システムの
安定化問題にっいて考察する。
　現在まで報告されている倒立振子システムは，振子の
支持部がレール上を移動する形式のものが多い（たとえ
ば文献ユ，3，4）。この形式は精度を確保できるが装
置の移動は容易ではない。本論文のシステムでは，振子
は台車上に支持される。このシステムは移動が容易であ
り，水平な床があればどこでも容易に実験ができる。し
かしそのためには外乱に強いシステムでなければならな
い。
　本論文では，最適制御理論を用いてフィードバックゲ
インを決定する。二次形式評価関数に対する最適フィー
ドバックゲインは，一般にパラメータの値のかなりの変
（27）
化に対してシステムを安定に保っ。そのため外乱に強い
システムとなる。
　実際的なシステムの設計において最適制御理論を用い
る時，1っの問題がある。すなわち，評価関数の重み行
列をいかに選ぶかという問題である。この行列は通常シ
ミュレーションを併用しっつ，設計仕様を満すように試
行錯誤を繰り返して決定される。本論文ではこれに対し
て1つの手法を提案する。実際のシステムにおいては，
制御入力の大きさの制限あるいはシステムの応答速度，
固有値の設定等々の関係上から，フィードバックゲイン
の一部の要素はある特定の数値に近い事が望ましい場合
がある。本論文の手法は，リカッティ代数方程式（Reccati
Algebraic　Equation）を逐次的に解く過程で，ゲインベ
クトルが目標ベクトルに近づくように，評価関数の重み
行列を改良して行くものである。
　以下に本論文の構成を述べる。まず第2節でシステム
の方程式を導びく。第3節では最適フィードバックゲイ
ンを決定する。その際リカッティ代数方程式の新しい逐
次解法が用いられる。第4節でオブザーバ・レギュレー
タを構成したのち，第5節で実験結果を示す。
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Fig．1　1nverted　pendulum
§2．　システム方程式
2－1．状態方程式
x
Fig．　1に対象とするシステムを，また以下に本論文で
使用する主な記号をしめす。
　　B：台車の粘性抵抗係数〔g／s〕
　　C：振子の粘性抵抗係数〔gcm／S〕
　　！：制御入力〔gcm／s2〕
　　9：重力加速度〔cm／s2〕
　　G：力・電圧ゲイン〔gcm／s2V〕
　　1：振子の慣性モーメント〔gc㎡〕
　　1：振子の重心までの長さ〔cm〕
　　m：振子の質量〔g〕
　　M：台車の質量〔g〕
　　ec　：モータへの印加電圧〔V〕
　　x：台車の位置〔cm〕
　　y：2次元出力ベクトル〔V〕
　　z：2次元オブザーバ状態ベクトル〔V〕
　　θ：振子の傾斜角〔rad〕
K一去（M・・m）・…＋告（・＋ml2）∂・＋ml…θ・…θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　P＝mgl　COS　O
　　　　v－e（翫2＋ce2）
また対応するラグランジュ方程式は
岳（器）一器＋器＋器一∫
釜（∂K∂θ）一署＋器＋晋一・
（2）
（3）
（4）
（5）
となる。（1），（2），（3）式を（4），（5）式へ代入し，
原点近傍で線形化する。 ﹈
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（6）式整理すると次式となる。
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　このシステムの各種エネルギーおよび散逸関数はつぎ
のようになる。
　　　　α＝1（M＋m）＋mMl　2，　f＝Gec
である。
　各係数のうちm，M，1，1は実測と計算によって，　c
は振子の自由振動から，Bは台車のインパルス応答，　G
は一定電圧を印加した台車の索引力を測定することによ
って決定した。その結果をTable　1に示す。
Table　l　Parameters　of　inverted　pendulum
1〔gc㎡〕
m〔9〕
M〔9〕
1〔cm〕
1．77×106
　　　845
　　3112
　　　69
c〔gcm／s〕　5．8×106
B〔9／cm〕　　　　5035
G〔gcm／s2V〕8．12×104
9〔cm／s2〕　　　　980
よって（7）式は
（28）
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一
． ，??????
一
＝－@0　　　　1
　　11，6　－1．18
　－171　　　　17．3
　　　0　　　　0
　十　　〇　　u
　　　－O．23
　　　23．0
　　　　0
となる。以後（8）式を
th＝＝Ax十bu
と略記する。ここで
　　　x＝（θ，θ，th，　x）T
　0
0．015
－1．50
　1
???．?．??
（8）
（9）
（10）
（・Tは転置）であり，Aとbはそれぞれ対応するシス
テム行列と駆動ベクトルである。
　　　　rank［b　：Ab　：A2b　：．A3b］＝＝4　　　　　　　　　　　（11）
となるから，（A，b）は完全可制御対である。
　2－2　観測方程式
　本システムではθとxを測定する。θとthは測定せず
第4節で述べるオブザーバを用いて推定することとす
る。θは振子支持部に取り付けたポテンショメータによ
って測定し，xはモータの回転軸に直結したインクリメ
ンタル・エンコーダの信号をカウンタで計数し，DA変
換器で電圧に変換して測定する。このシステムの観測方
程式はっぎのようになった。
　　　［；1］1骨79981。8］x　（12）
（12）式を
　　　　U＝Cx　　　　　　　　　　　　　　　（13）
と書く。
　　　rank［C：ATC：（A2）TC：（A3）TC］＝4　　　（14）
が成立するので（C，A）は完全可観測対である。よって
システム（9），（13）は完全可制御・完全可観測なシステ
ムである。
　なお，エンコーダからは1回転に432のパルスが出力
され，1パルスは約0，68mmに相当する。DA変換器は
12ビットであるから測定範囲は約280cmである。
§3．最適フィードバックゲイン
　3－1　問題の設定と解法
　本節では第2節で定式化したシステムに対して，xが
測定可能であるとして，最適フィードバックゲインを求
める。
　さて，状態方程式（8）（または（9））に対して評価関
数をつぎのように定める。
　　・一∬｛・1θ・＋q・θ・＋・・…＋・…＋　・｝dt
　　　一∫e°｛x’Qx＋ru・｝dt　　　（15）
ここで，Q＝diag．｛q1，　q2，　q3，　q4｝，　qi＞0，　i＝1，2，3，4か
っr＞0である（diagは対角行列を表わす）。
　このとき最適フィードバックゲイン潅丁はリカッティ
代数方程式
　　　　VA、T十AT　V－Vbr一工bT　V十Q＝o　　　　　　　（16）
（ここでVは対称行列）の解Vを用いて
　　　　A　　 んT．．－rMibT　V　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
によって与えられる5）。（A，b）は完全可制御対であるか
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aら（16）式は正定値の解Vを持ちA＋bk「は安定行列
となる。
　さて，重み行列Q，rを決定するに際して以下の設定
を行う。
　　」じ（0）＝（0．05，0，0，0）T
　　　　［u（彦）1＜30（o≦彦くoO）　　　　　　　（18）
x（0）は，状態方程式（8）に対する初期値である。（18）
式は0．05rad傾むいた状態から振子を安定に倒立できる
事を要請している。ここでu（t）に対する拘束は，使用
したアンプの出力範囲とモータの最大許容入力電圧によ
るものである。
　さて通常の定係数線形システムの整定問題において
は，フィードバック入力は初期値u（0）におて最大値を
とる。よって
　　　　　　　　　A　　lu（0）1＝1んTx（0）1＝lk1・0．051〈30　　　　（19）
（ここでklはkの第1成分である）
とする。また，θ＞0に対して振子を倒立させるには，
Fig．1よりu（0）＞0（f＞0）が必要である。よって（19）
式より
　　　　0＜k，＜600　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
となる。そこで少し安全を見て
　　　　k，≒500　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）
とする。よって（21）式を満すようにQとrを決定する必
要がある。この問題を幾分一般化してっぎの問題を考え
る。
〔問題〕
　ベクトルa，非負定値対称行列1「が与えられたとして
　　　　VA」十AT　l／－Vbr－lbT　V十Q＝0　　　　　　　　（22）
　　　　ゐ』一ブ1δTV　　　　　　　　（23）
のもとで
　　　　L＝＝（k－a）Tr（k－a）　　　　　　　　　　　　　　　（24）
を最小とするQ，r，kを求めよ。
　この問題に対する1っの逐次解法は以下のようになる
　（詳細は本論文の附録を参照されたい）。
　1．r。とk。（A＋bkoT：安定行列，　koキO）を定める
　2．　（A十6島丁）d，十A，（A十bk，T）T
（29）
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　　　＋⊥｛b（α一k，）・r＋r（a－k，）bT｝＝O　（25）
　　　　ri
　　　よりA，（対称行列）を求める。
・・rt・・－k・・r・・（一kktTra＋iktTAiki）一工（26）
　　　よりrt＋1を計算する。
　4．　　（A十bk，T）TV，＋1－1－「V，＋1（A十bk，T）
　　　十kiri÷ikiT十Q　＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）
　　　よりVi＋1（対称行列）を求める。
5．ゐ組一⊥V、＋lb　　　　　（28）
　　　　　　　rt十1
　　　より島＋1を求める。
　6．　1臓＋、一酬Kεであれば計算終了。そうでなけれ
　　　ば2へ。
以上の手法は，リカティ代数方程式を逐次的に解く過程
でkがaに近づくようIC　rを改良して行くものである。
　3－2　最適フィードバックの算出
　上記の手法を倒立振子システム（8）に適用する。各係
数を以下のように定める。
Q＝diag．　｛10，　1，　1，　10｝
r　＝diag．　｛1，　0，　0，　0｝
α＝（500，　0，　0，　0）T
ko＝（292，　76．8，　0．42，　0．22）T
ro＝30
（29）
（30）
（31）
（32）
（33）
ここで（29）式は，角度誤差と位置誤差を重視しているこ
とをしめし，（30）と（31）式は
　　　　k，→500　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）
を要請している。kの他の要素については無拘束であ
る。（32）式のkoはA＋bk。Tを安定行列とするゲイン
として計算により求めた。
　k，の第1要素klと重みrの収束の様子をFig．　2にし
めす。収束値は
　　　　k30＝＝（499，　133，　0．86，　0．63）T　　　　　　　（35）
??????????
????
”「一一
Fig」2　Convergence　of　k，　and　r
　　　　r30＝25　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）
であった。（34）式が成立していることがわかる。以後
（35）式のゲインを本論文の倒立振子システムのフィード
バックゲインとして採用する。このゲインを用いた時の
システムの固有値は
　　　　一2．48，　－3．14±1．20i，　－5．15　　　　　　（37）
となる。このゲインに対するシミュレーション結果は次
節においてしめすこととする（Fig．5，　Fig．　6参照）。
§4．　オブザー一バ・レギュレータ
　最適フa一ドバックゲイン（35）を用いるには，¢とθ
の測定値からθとthを計算する必要がある。そのため
にオブザーバを設計する。倒立振子システムの状態ベク
トルは4次元であり観測ベクトルは2次元であるから2
次元のオブザーバを構成できる。オブザーバとして以下
の方程式を考える。
　　　　2＝ヱ）z十Ey一トfu　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）
　　　　£＝Gz十Hy　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）
ここで，2は2次元のオブザーバの状態ベクトルであり
£はオブザ・・’・一；の4次元出力ベクトルである。（38），
（39）式が（8），（12）式の倒立振子システムのオブザーバ
になるためには，すなわち任意の初期値x（0），z（0）と
任意の入力u（t）に対して
　　　　limli£－xli＝0　　　　　　　　　　　　（40）
　　　　t→m
となるためには，
　　　　TA・＝：DT十EC　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）
　　　　f＝Tb　　　　　　　　　　　　　　　（42）
　　　　GT十HC＝＝14　　　　　　　　　　　　　　（43）
を満足する行列T，および安定行列Dが存在することが
必要十分である6）。そこで各行列を以下のように定めた。
　　　2＝［読、一劉一浄゜7：llll］”
　　　　　＋［］ec　　　（44）
　£＝　0
　　　0．04
　　　0
　　　＿0
このとき
5．77
0　－撃囂¥
?
4
0＿
0．086　　0
0．327　　　0．145
－1．31　　　14．6
　0　　　9．　67
y （45）
　　　　T＝＝「繋湿，：糊（46）
に対して（41）～（43）式が成立する。（44），（45）式は，シ
ステム（8），（12）に対する最小次元オブザーバであり固
有値は一3と一5である。
　さて実際にシステムを安定化するには£は必要なく
（30）
倒立振子システムの制御
　rad
　　i＼
o・o叶
　　　1　　　　＿＿＿＿一＿
　　一→一　／≠．．　　　一一i
　　　／　　　　　　2　　　／／
　　ノ＼　 　／　　　　iい　　　　ヴ
、　　　　／
＼F！
3 sec
（a）　OP　amp　circuit
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をf乍れば十分である。（35），（45）式より
　　　」pT＝（5．32，　3．42）
　　　qT＝（84．79，　37．89）
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Fig．4　Simulation　for　x（0）＝（0．05，0，0，0）T
となる。よって本論文では以下のオブザーバ・レギュレ
ータを用いる。
　　2＝「読、ユ］z＋「’8’°7：llll］”
　　　　＋「－5・94㍗　　　　　（5°）
　　　　L　5．77」
　　　κ＝［5．32，　3．42］z十［84．79，　37，89］U　　　　（51）
　uの計算には，1次元汎関数オブザーバ7＞を用いるこ
ともできるが，本システムは後にマイクロコンピュ．’一タ
と組み合せてハイブリッドシステムとし，倒立振子シス
テムの位置制御を行う予定であり，そのためには全状態
を再構成する必要がある。よって（50），（51）式のオブザ
ーバ・レギュレータを構成した。
　Fig．3に製作したOPアンプ回路の写真とブロック
線図をしめす。図中のdw，　eij，ρ‘，　qt（i，ブ＝1，2）は
（50），（51）式（または（38），（47）式）の各行列またはベ
クトルの対応する要素である。
　Fig．4とFig．　5にフィードバックゲイン（35）を直接
州いた場合と（50），（51）式のオブザーバ・レギュレータ
を用いた場合についてのシミュレーション結果を示す。
（31）
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シミュレーションはすべてルンゲ・クッタ・ギル法を用
いて0，05秒きざみで行った。
　Fig．　4はz（0）＝0とし，振fを0．05rad傾けて放し
た場合に対するシミュレーションである。オブザーバ・
レギュレータを用いた場合，出力uが初期において30V
で飽和している。これは，オブザーバの初期誤差による
と考えられる。この誤差入力のため，オブザーバ’レギ
ュレータを用いた場合の方が，倒立振r一システムはかえ
って早く収束している。
　Fi＆5は振子にインパルスを加えた場合のシミュレー
ション結果である。振子に外力dを加えた場合，（4）と
（5）のラグランジュ力程式はっぎのようになる。
　　岳（∂K∂罐）一器・釜・器一f・d　（52）
蕩く箒）」券・器・器一・1・1　（53）
このとき（9）式はつぎのようになる。
　　　£＝Ax十bte十9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）
ここで　　　一
　　　　・一（・，豊聖）嘩一饗り‘ビ，・）’「（55）
である。そこでz（0）＝O，
　　　」じ（0）＝（0，　．173，　－0．700，　0）T （56）
として計算を行った。オブザーバ・レギュレータを用い
た場合の応答は，状態フィードバックを用いた場合より
少し遅れるが，出力配は限界内にとどまっており良好な
結果と言える。
§5．実 験
　Fig．6に振子の写真および装置のブロック線図をしめ
す。振子の長さは約1m50cmである。振子支持部のプ
ーリはポテンショメータに接続されている。またエンコ
ーダはモータ後部に組み込まれている。モータと車軸と
はチェーンで連結されており，モータ，ポテンショメー
タ，エンコーダは台車後部のコードによってオブザーバ
・レギュレータ，DCパワーアンプ等と接続されている。
なおコードはボールブッシュによって支持棒に取り付け
られており，横に滑らかに動くようになっている。
　Fig．7に定常状態にある振子の角変位θおよび位置変
位のの測定結果をしめす。定常状態においては，振子は
±0．015rad（約0．9°），台車は±3，8cmの間を約0．43Hz
で振動している。波形の非対称性は床の傾斜や台車後部
の接続コード等の影響であると思われる。なお，夜間に
おいては，振子はしばしば停止する。
　Fig．　8（a）は振子を0．05rad傾けて放した場合のスト
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ロボ写真である。写真は，0．5秒間隔（120rpm）で4秒
間撮影した。Fig．8（b）はその測定結果である。台車は
まず約15cm進み，その後一16cmの位置まで後退してい
る。また振子は約0．5秒後に一〇，08rad，約1．1秒後には
0．09rad傾いており，Fig．　4のシミュレーション結果と
比べると減衰率の小さい事がわかる。これは主にチェー
ンのバックラッシュのためと考えられる。0．4秒あたり
のxの波形にそのためと見られる波形の乱れがある。し
かし3秒程度で整定している。
　Fig．9は，振子にインパルスを加えた時の応答であ
る。振子の最大傾斜角度は約O．　06rad（約3°）であり，
台車は約16，7cm移動している。Fig．5と比較するとや
り減衰率が小さい。xの波形t／CFig．　8（b）と同様の乱
れが見られ，よって上と同様にバックラッシュによるも
のと思われる。整定時間は約3秒である。
§6．おわりに
以上のように本論文の目的である倒立振子システムの
（33）
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Fig．9　1mpulse　response
安定化には一応成功した。
　今後の研究課題としては，振子を最短時間で現在位置
から指定位置へ移動させる最短時間制御問題，さらには
2本足歩行機械の研究等がある。
　また本論文では評価関数の重み行列をシステマティッ
クに決定する手法をしめした。この手法を多次元入力を
持つシステムへ拡張することは容易である。しかし，そ
の収束条件については今後の問題として残されている。
なお，望ましい固有値を与えるフィードバックゲインを
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Akとすると，本手法によってkに近いkを求めること
によって指定された固有値に近い固有値を与える最適フ
n一ドバックゲインを求めることが可能であることを注
意しておく。
　さらに，オブザーバの極や状態ベクトルの最適な選択
法の研究も重要な課題である。本論文ではOPアンプを
用いて回路を製作した。そのため，各OPアンプが飽和
しないようにシミュレーションを併用しながら状態ベク
トルおよび回路を設計した。また極配置は全く経験的に
行った。この分野に対する統一的な理論が望まれる。ま
たこの回路設計に対するCADシステムの開発も興味あ
る課題である。
附　　録
　こ・こでは3τ1で設定された以下の問題に対する1つ
の逐次解法を提案する。
〔問題〕
　ベクトルα，非負定値対称行列Pが与えられたとして
　　　　VA＋ATV－Vbr”1b’V＋Q＝0　　（a－1）
　　　　kT＝－r－lbTV　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a－2）
　　　　（Vは正定値対称行列）
のもとで
　　　　L＝（k一α）Tr（k－Ct）　　　　　（a－3）
を最小とするQ，rとkを求めよ。
　さて，（a－1）式と（a－2）式から，特定のQとrに対
する解kは，σ＝aQ，7＝ar（a＞0）に対する解んと
同一であることは容易に確められる。よってQとrの相
対的な大きさのみが重要である。また，Qは状態ベクト
ルの要素間の相対的な重要性を規定するもので，物理的
に決定することが容易である場合が多い。よって以下で
はQ行列は与えられたものとして（a－3）式を最小とす
るrを求める手法をしめす。
　さて，ラグランジュ未定係数行列として対称行列Aを
導入し，また
　　　　S＝r　1
とすると，（a－1）～（a－3）式より
　　　　L＝＝（Vbs十a）Tl’T（Vbs十a）
　　　　＋tr｛d（VA＋A’V－　Vbsb’V＋Q）｝
　　　　＝tr｛（V6s十α）P（▽「bs十α）T
　　　　　十A（VA十AT　V－VbsbT　v十Q）｝
（a－4）
（a－5）
となる8）。ここでtrMは行列Mのトレースである。
　　　　∂t「｛XAXB∂x｝－A・X・BT…X・A・（a－・）
に注意して9），（aT5）式をS，　y，∠で偏微分して零とお
く。
．」藷一・び隔・b・　vr・－S・・　・・　Vb－・（a－・）
器一告｛・・脇・＋・・δ齪…ゴ・
　　　　＋sTabT＋Ad＋AAT－sbbT・v∠－sAbbT｝＝o・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i－8）
　　　蕃調＋A’　v－　Vb・b・　v＋Q－・’（・！9）
（a－7），（a－8），（a－9）式と（a－2），（a－4）式に注意して整
理すると
　　　　・一・嘔抑・＋告k・Ak）”　（a－1・）
（34）
倒立振子システムの制御
　　（A＋bk・）∠＋∠（A＋bk・）・＋÷b（・一ん・）r
　　　　＋÷P（・－k）b・・…　　　（a－11）
　（A十bkT）TV一ト1／（A」十bkT）十krkT十Qニ0　　　（a－12）
となる。よって以下の手順で逐次計算を行う。?
3
4
5
6
　以上の手順において，
を求める式の分母が零とならないために必要である。
雇＝Oei　rが無限大の場合に相当するので，この除外は
一般性をそれほど欠くものではない。また2と4におい
て
　　　　Pl＝（A＋bk，T）⑭1＋⑱（A＋bゐの　（a－13）
?
　　　　P2＝（A、十bk，T）丁区）1十1（茎）（A十bk，T）T　（a－14）
（ここで⑭はクロネッカー積1°），ムは単位行列）の逆行
列を求める必要があるが
　　　　p2－1＝（1）1－1）T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a－15）
の関係があるからP、－1を求めるだけでよく，1手順に
おける計算量は通常のリカッティ代数方程式の逐次解法
（たとえば文献11）とそれほど変わらないことを注意し
ておく。また重み行列rは，kとaの各要素の誤差の相
対的重要度を指定するもので収束速度にはそれほど影響
しない。
〔数値例〕
　一例としてつぎの状態方程式を考える。
　　　　ab＝［gl］x＋［ユ］u　　（a“16）
各行列およびベクトルを以下のように定める。
　　　　Q＝diag．｛10，10｝　　　　　　　　　　　　　　　（a－17）
　　　　1一1＝diag．｛10，10｝　　　　　　　　　　　　　　　（a－18）
　　　　a＝（3，2）T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a－19）
r。とk。（A＋bk。T；安定行列，　k。キ0）を定める
（A十bki「）A，＋」、（A＋臨丁）T
＋！｛6（α一k，）・r＋r（。一島）ゐ・｝＝o
　rt
よりムを求める。
ri・F晒（去研・＋去・撮）－1
よりri＋1を計算する。
（A十bk　T）琉＋1十Vz＋1（A十b島丁）
十kirf＋iki十Q　＝o
よりVt＋1を求める。
k，＋、＝＿＿Lv，．、b
　　　　ri十1
より島＋1を求める。
ll島＋、－k，　li＜εであれば計算終了。そうでなけれ
ば2へ。
　　　　　　　　　1のkoキOの条件は3のrt＋1
　　　　ko＝（2，1）T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a－20）
　　　　r。＝＝　10　　　　　　　　　（a－21）
　k，の収束の様子をFig．　A．－1に，またrtそれをFig．
A・2にしめす。Fig．　A－1に書かれている破線は，　r＝
1～10に対する最適フィードバックゲインの軌跡であ
る。k。から出発したk，は，　k，で破線上に達し以後破
線上を収束点へ向っている。これはriの収束に比較し
てリカッティ代数方程式の収束が速いためと考えられ
る。30回の繰り返し計算の結果，
　　　　k30＝（2，06，　2，89）T　　　　　　　　　　　　　　　（a－22）
となった。またそのとき
　　　　r30＝＝2．36　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a－23）
である。Fig．　A－1にしめされるように，　k，。は破線で
示される差の存在領域においてaに最も近いベクトル
である。
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Fig．　A－2　Convergence　of　rt
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